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1 2026-10-21 博士課程受け入れ面談用の記録
1.1 はじめに
基本は修士からの継続路線で, 非相対論的場の量子論または量子統計力学の具体的な模型の挙動を調べたい.

以下の議論では次の三通りの結果がある.

1. 既に教科書まである確立した結果.

2. 他の手法では確立している一方, 対応する他の手法での結果を明記した文献が見当たらない結果.

3. (おそらく)新規の結果.

非相対論的場の量子論では多体粒子系–ボース場の相互作用系が主で, 相互作用はボース場の一次または二
次の系を中心にする：ボース場の挙動として本質的には非自明な平均を持つガウス場に帰着する. 一次の系は
フォノンのような準粒子のボース場で, 二次の系は主に QEDである. 一粒子の場合の代表例は Nelson模型

HN = −1

2
∆ + V + dΓ (ω) + ϕ (x) ,

ϕ (x) =
1√
2

∫
ρ̂ (k)√
ω (k)

(
e−ik·xa∗ (k) + eik·xa (k)

)
dk

と Pauli–Fierz模型
HPF =

1

2
(−i∇− eA (x))

2
+ V + dΓ (ω)

である [20,26]. ここで ω (k) = |k|が典型的な分散関係, ρ̂は電荷分布の実で偶なフーリエ変換, Aは紫外切断
付きの量子化されたベクトルポテンシャルである.

量子統計力学としては連続空間または格子上のボース多体系を調べる. 運動項はボース場と変わらない一方,

相互作用系はふつう ϕ4 などと同じく場 (生成・消滅作用素)の四次が現れる.

H =

∫
a∗ (x)

((
−1

2
∆− µ

)
a

)
(x) dx

+
1

2

∫∫
v (x− y) a∗ (x) a∗ (y) a (y) a (x) dx dy

が典型である [30]. この点で多体粒子系–ボース場の相互作用系とは本質的に違う特徴を持つ. 確率論的な定
式化で見ても大きな違いがある.
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博士課程では修士からの継続課題として多体粒子系–ボース場の相互作用系に関する議論を整理したあと,

BECを軸に粒子系–場の相互作用系とボース多体系の研究を進めたい.

数学的に言うと次のような流れがある.

• 具体的な模型の研究は物理的な系を表す非有界な自己共役作用素 (ハミルトニアン)の研究, 特にスペク
トル解析や固有値・固有ベクトル (基底状態)の議論, 平衡状態の議論にあたる.

• 作用素環が現れる場所
– 基底状態：発散の困難, 特に赤外挙動に伴うユニタリ非同値性.

– 平衡状態：(私にとって)自然な定式化は作用素環での KMS状態.

• 確率論が現れる場所
– 場の量子論または量子統計力学に対する公理系の対応
– 相対論的な場の量子論では公理的場の量子論・代数的場の量子論・構成的場の量子論
– 量子統計力学では確率正値的 KMS系・周期的 OS-正値な確率過程

1.2 作用素論・作用素環と確率論の対応
相対論的な場の量子論では次のような定式化がある.

• 公理的場の量子論：関数解析・非有界作用素論 [27]

• 代数的場の量子論：作用素環 [12]

• 構成的場の量子論：確率論 [10, 21]

これらの定式化は適切な形で非相対論的場の量子論にも降り, 主に真空状態または基底状態の議論に対応す
る. 一方で主に非相対論的な有限温度の議論で次の対応がある.

• 確率正値的 KMS系：作用素環
• 周期的 OS-正値な確率過程：確率論

相対論的場の量子論と同じく, 場の期待値の族としての相関関数の対応で特徴づけられる.

作用素環側の平衡状態は時間発展 τ に対する β-KMS条件
ω (Aτiβ (B)) = ω (BA)

で定める [5, Section 5.3]. 有限体積では ω (A) = Tr
[
e−βHA

]
/Zβ , Zβ = Tr

[
e−βH

]である. 確率正値性をみ
たす可換な観測量 Aj = fj (Q)と 0 ≤ τ1 ≤ · · · ≤ τn ≤ β について

1

Zβ
Tr

[
e−(β−τn)HAne

−(τn−τn−1)H · · ·A1e
−τ1H

]
= EPr [fn (ξτn) · · · f1 (ξτ1)]

をみたす周期 β の確率過程 ξ とその法則 Prが得られる. この過程は虚時間の反転 τ 7→ −τ (mod β)が誘導
する Θについて, [0, β/2]の値だけに依存する F に対して周期的 OS-正値性

EPr

[
Θ(F )F

]
≥ 0

をみたし, 逆にこの性質から確率正値的 KMS系が再構成される [14, Theorem 6.1 and Sections 7–8]. 有限
温度の再構成は [7]にもある.
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1.3 粒子–場の相互作用系の絶対零度
一般に模型ごとに特性が異なる. 特に私が扱っている範囲では相互作用が場の一次か二次かで大きく変わる.

特にここでは一次の場合の振る舞いを考える.

Nelson模型では Feynman–Kac公式で場を積分すると, 基底状態はWiener測度 PrW に対する経路測度

dPrT (X) =
1

ZT
e−ST (X) dPrW(X),

ST (X) =

∫ T

−T

V (Xt) dt

− 1

2

∫ T

−T

∫ T

−T

U (Xt −Xs, t− s) ds dt,

U (x, t) =
1

2

∫
|ρ̂ (k)|2

ω (k)
e−ω(k)|t|eik·x dk

の T → ∞の極限で調べられる [3, 17].

1.3.1 紫外特異性
エネルギーのくり込みが必要になる. |k| ≤ Λで ρ̂ (k) = g, それ以外で 0とした模型を HΛ とする.

EΛ = −1

2

∫
|k|≤Λ

|ρ̂ (k)|2

ω (k)
(
ω (k) + |k|2 /2

) dk

は Λ → ∞で log Λの次数で発散する一方, HΛ − EΛ はレゾルベントの意味で収束する [11, 20].

1.3.2 赤外特異性
作用素論・作用素環から見ると基底状態のユニタリ非同値性がある. 確率論から見ると赤外正則化つき模型
の基底状態に対応する確率測度と, 赤外正則化を外した模型の基底状態に対応する確率測度は互いに特異で
ある.

赤外正則条件は ∫
|ρ̂ (k)|2

ω (k)
3 dk < ∞

である. 三次元で ω (k) = |k| かつ ρ̂ (0) 6= 0 ならこの積分は発散し, フォック空間に基底状態は存在せず,

非フォック表現に基底状態が存在する [1, 18]. 厳密に解ける例は van Hove 模型 dΓ (ω) + ϕ (0) である [6].

その基底状態に対応する時刻 0 の場の測度 Prρ は, 自由場のガウス測度 Prfr を m̂ ∝ −ρ̂/ω2 だけ平行移動
したガウス測度である. m が Prfr の Cameron–Martin 空間に属する条件は赤外正則条件と一致する. した
がって Cameron–Martinの定理から, 赤外正則なら Prρ と Prfr は同値, 赤外正則でなければ互いに特異であ
る [4, 24]. 赤外正則化した ρδ では Prρδ

と Prfr が同値なため, Prρ と Prρδ
は互いに特異である.

確率偏微分方程式では, 共分散 C, 平均mのガウス測度を不変測度に持つ Ornstein–Uhlenbeck型の方程式
∂

∂t
Φ = −C−1 (Φ−m) +

√
2ξ

が最も簡単な模型になる [13, Sections 2.3, 4.4 and 6]. ここで ξ は時空白色雑音である. van Hove模型の場
合, 赤外特異性は二つの方程式の不変測度が互いに特異になることとして読める.
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確率偏微分方程式的な記述でも確率測度の特異性に対応する結果が得られると推測できる. 確率偏微分方程
式として面白いかどうかはわからないが, 非相対論的場の量子論への確率偏微分方程式の応用への第一歩とし
ては一定の意義はあると考えている.

1.4 粒子–場の相互作用系の有限温度
有限温度では BECに関する振る舞いがある：ここで想定されるボース場はいわゆる準粒子の場で, これは

BEC を起こさないとされる. しかし数学的・形式的には自由ボース気体と同じ振る舞いをしてしまうため,

BECを排除する機構を検討する必要がある. ここで場の量子論と量子統計力学の議論が一部つながる.

自由場部分の KMS状態の二点関数は

ωβ (a
∗ (f) a (g)) =

〈
g,

(
eβ(ω−µ) − 1

)−1

f

〉
である [5, Section 5.2]. 特に化学ポテンシャル µは質量正則化のように振る舞う. 準粒子は粒子数を保存し
ないため µ = 0である. 一方で式としては自由ボース気体で µ ↑ 0とした状態と同じで, 三次元で ω (k) = |k|
なら

ρc (β) =

∫
R3

1

eβ|k| − 1

dk

(2π)
3 < ∞

のように書ける. したがって ρc (β)を超える密度を指定すると, 自由ボース気体と同じ形の凝縮成分が形式的
に現れる. Nelson模型と Pauli–Fierz模型でのこの点の整理は [25]にある.

1.5 ボース粒子系の有限温度
自由ボース気体または自由ボース場では絶対零度で特に面白い現象は起きない. 相互作用系なら絶対零度で
あっても BECをはじめとして非自明な現象が起きる. ここではいったん有限温度に限定して議論する.

自由ボース気体に限らずボース粒子系の有限温度では, 平衡状態に対する確率的な記述として経路積分・
ループ表示の議論がある. これは実際に適当な意味で粒子の経路を追いかける議論で, 場の汎関数積分とは大
きく違う定式化にあたる.

xから y への時間長 β のブラウン橋の非規格化測度をWβ
x,y とすると, N 粒子の正準分配関数は

ZΛ,N =
1

N !

∑
π∈SN

∫
ΛN

N∏
i=1

dxi

∫
e−IN (X)

N∏
i=1

dWβ
xi,xπ(i)

(Xi),

IN (X) =
∑

1≤i<j≤N

∫ β

0

v (Xi (t)−Xj (t)) dt

と書ける. 置換 π の長さ q のサイクルは時間長 qβ の閉経路 (ループ) になる [9, pp. 358–361, equations

(2.28)–(2.33)]. 自由系では一粒子作用素 hと活量 z について

log Ξ0 (β, z) = −Tr
[
log

(
1− ze−βh

)]
=

∑
q∈N1

zq

q
Tr

[
e−qβh

]
が成り立つ. 左辺の逆行列式は複素ガウス場の積分, 右辺の各項は長さ q のループの寄与である [22, Sections

4–8]. 相互作用系では複素コヒーレント状態の作用

Scoh =

∫ β

0

〈
ϕτ ,

(
∂

∂τ
+ h− µ

)
ϕτ

〉
dτ +(四次の項)
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が一般に実数値でないため, 場の表示は正値な確率測度とは限らない.

相転移に伴う平衡状態の一意性の問題がある. 特に自由ボース気体では物理的にはある臨界密度があり, 臨
界密度を境に平衡状態が一意か非可算無限個あるか変わる. 作用素環としては KMS状態 (平衡状態)の一意
性・非一意性に対応する. これと素直に対応する汎関数積分的な定式化では作用素環上の状態に対応する測度
の一意性・非一意性に対応する. 経路積分・ループ表示では無限ループの挙動によって BECの発現が判定で
きる.

h = − 1
2∆の自由ボース気体の臨界密度は

ρc (β) =

∫
Rd

1

eβ|k|
2/2 − 1

dk

(2π)
d
=

ζ (d/2)

(2πβ)
d/2

で, d ≥ 3で有限, d = 1, 2で無限大である. ρ > ρc (β)とし, ρ0 = ρ− ρc (β)とする. このとき θ ∈ [0, 2π)ご
とに

ωθ (W (f)) = exp

(
−1

4
q (f) + i

√
2ρ0 Re

(
e−iθf̂ (0)

))
,

q (f) =

∫
Rd

∣∣∣f̂ (k)
∣∣∣2 (1 + 2

eβ|k|
2/2 − 1

)
dk

(2π)
d

が同じ時間発展に対する KMS状態になる. ゲージ変換 γα は ωθ ◦ γα = ωθ+α と移すため, これがゲージ対称
性の自発的破れと平衡状態の非一意性にあたる [2], [30, Section 4.3.2], [23].

ループ表示では, 熱力学極限で長さ q のサイクルが担う密度は ρq = (2πqβ)
−d/2 で,

ρ−
∑
q∈N1

ρq = ρ− ρc (β) = ρ0

となる. すなわち凝縮密度は熱力学極限で長さが発散するサイクルが担う [28, Sections 1–2], [29, Sections

2–3]. Feynman–Kac公式からの非対角長距離秩序の確率論的証明は [15, Sections 1–4]にある.

確率偏微分方程式でどのように有限温度が記述できるのか把握できていないものの, もし何かしらの記述が
できるなら, 自由場であっても確率偏微分方程式による BECの記述・判定法は一定の意義がある：2026年で
もなお自由ボース気体の BECに関する特徴づけのプレプリントが出ているため, これは非自明な結果とみな
せると考えている.

1.6 番外：ϕ4 と量子統計力学
Fröhlich の論文で二次元トーラス上のボース粒子系の適切なくり込みで ϕ4

2 が得られるという研究がある.

この拡張として三次元トーラス版の研究もある. くり込みの物理的背景, ボース多体系のくり込みという観点
からの ϕ4 の物理的意義づけという議論につながるとされている.

二次元トーラス Λ上で, 到達距離 εの対相互作用 vε と助変数 ν > 0を持つハミルトニアン

H = ν

∫
Λ

a∗ (x)

((
κ− 1

2
∆

)
a

)
(x) dx

+
ν2

2

∫
Λ

∫
Λ

a∗ (x) a (x) vε (x− y) a∗ (y) a (y) dx dy

− νανε

∫
Λ

a∗ (x) a (x) dx+θνε
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を考える. 発散する化学ポテンシャル ανε と定数 θνε を適切に選び, ε ≥ exp
(
−
(
log ν−1

)1/2−c
)
をみたし

ながら ν, ε → 0 とする. このとき大正準状態の相対分配関数と Wick 順序づけた縮約密度行列は, 共分散(
κ− 1

2∆
)−1 の複素ガウス自由場 Prfr に対する測度

1

ζ
e−V dPrfr, V =

1

2

∫
Λ

:|ϕ (x)|4 : dx

の分配関数とWick順序づけた相関関数に収束する [8, Theorem 2.1, (2.22)–(2.24)]. ϕ4
2 のWick順序づけに

伴う質量の相殺項が, ボース気体では化学ポテンシャルのくり込みとして実現される [8, (2.16)–(2.18)]. 三次
元トーラスで ϕ4

3 測度を導く研究は [19], 非局所相互作用での二・三次元の古典場極限は [16]にある.
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